|. Sikgeometria

Bevezetés a sikgeometriaba

Szakaszok; sokszégek atloi

1. Aszakasz kétszeresébdl az eredeti szakaszt a szakaszfelez6 merdleges €s a kétszeres szakasz
metszéspontjanak megjelolésével kaphatjuk. A felezéspont és a kétszeres szakasz barmelyik
végpontja meghatarozza a szerkesztendd szakaszt.

2
2. A3m — 2n szakasz csak akkor szerkeszthet6, ha3m —2n=>0=m = 3" Egyenl6ség esetén

a keresett szakasz 0 hosszasagu.

3. Legyen a két szakasz Osszege a + b, killonbsége a — b ésa +b > a — b! Az Gsszeg- és kiilonb-
ségszakasz Osszege a nagyobb szakasz kétszeresét adja (a + b +a — b = 2a), igy ennek felezé-
sével a nagyobb szakaszhoz jutunk. Az 6sszeg- és kiilonbségszakasz kiilonbsége a kisebb szakasz
kétszeresét adja (a +b — (a — b) = 2D), igy ennek felezésével a kisebb szakaszhoz jutunk.

4. Legyen a két adott szakasz 2a +b és 2a —b! 2a +b + 2a — b = 4a = A 4a szakasz felének
felezésével az egyik szakaszhoz jutunk. 2a +b — (2a — b) =2b = A 2b szakasz felezésével a
masik szakaszhoz jutunk.

5.CD=CB+BD=BD=CD—-CB=8cm; AD=AB+ BD=10cm+ 8cm= 18 cm.

6. a) AC + BD < AB miatt a pontok A; C; D; B sorrendben helyezkednek el.
CD=AB— AC — BD = 14 m;

b) AC + BD > AB miatt a pontok A; D; C; B sorrendben helyezkednek el.
DC= AC+ BD - AB=4,7m.

7. AB=5cm= F|B= gcm; BC=17cm= BF,= %cm; F,F,=F B+ BF,=11lcm.
8. Legyen az AB szakasz felez6pontja F,, az AC szakasz felezGpontja pedig F,.

a) 1. eset: B elvalasztja A-t és C-t. AF;=50m; AF,=80m;

AF,=AF+ F, F,= F, F,= AF,— AF,=30 m.

2. eset: A elvalasztja B-t és C-t. AF,=50m; F,A=80m;

F F,=FA+AF,=130m.

a b
b) 1. eset: C elvalasztja A-t és B-t. AF,= 5; AF,= 5;
a—>b
AF,+ F, F,= AF, = F, F,= AF,— AF,= R C és F, sorrendje nem befolyasolja a meg-
olddst.
) i ) a b a+b
2. eset: A elvalasztja B-t és C-t. AF,= > F,A= > F,A+AF=F,F = >
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a+b
_2
10. AP:PB=2:3=22%+3Xx=90m=x=18m; AP=36m; PB=54m.

1
9. AC=AB+BC=a + b; AF=E<AC=

a a a
11. AP:PB=b:c=b-x+c x=a=>x= ; AP=0b- ; PB=c- .
b+c b+c b+c

35
12. Jeloljik a felez6pontot F-fel, a 2:3 aranyu osztépontot G-vel! AF = FB = EN m;
AG:GB=2:3=%+Xx=35m=>x=Tm= AG = 14m;
1
AG+ GF=AF=>GF=AF — AG = 33111.

2 4
13. Jeloljiik a felezGpontot F-fel, a 315 aranyu osztopontot G-vel!

2 2 4
—2.8m: AG:GB=—:i— = x4+ x=56m=x=6m=
m , O 1M 3°15 3x 15x ,0m X m

= AG=4m; AG=AF+FG=FG=AG—-AF=1,2m.
14. AC:CB=2:5=2%+5%=42m=>x=6cm=>AC=12cm; AD:DB=3:4=
=>X+=42cm=>x=6cm=>AD =18cm; AD=AC+ CD=CD=AD — AC = 6cm.

15. AC=AB+ BC; DB=DC+ CB=—-CD—-BC; AD=AB+ BC+ CD;

AB-CD+ AC-DB+ AD -BC =

=AB-CD + (AB+BC) . {—CD —BC} + (AB+BC+ CD) -BC =

=AB-CD — AB-CD — BC-CD — AB- BC — BC*+ AB-BC + BC*+ CD-BC = 0.

A feladat altalanosithaté. A pontok mas sorrendben val6 elhelyezkedésekor is fenndll az elGje-
les szakaszok kozott felirt Osszes egyenlGség. Példaul 4, D, C, B sorrend esetén:

AC=AB—-CB=AB+BC; DB=DC+ CB=-CD-BC; AD=AB—CB—-DC =
=AB+ BC+ CD.

16. AC=AB+ BC; BD=BC+ CD; AD=AB+ BC+ CD.

(1) AC*>-BD + CD*-AB=(AB+ BC)2~ (BC+ CD)+ CD*-AB=

=(AB’+24B-BC+ BC?)- (BC+ CD) + CD*- AB =

= AB* BC + AB* CD + 2AB- BC*+ 2AB-BC- CD + BC*+ BC*- CD + CD*  AB.

(2) BC*-AD + AB-BD-AD = BC*- (AB + BC + CD) + AB- (BC+ CD) - (AB + BC + CD) =
=AB-BC*+ BC’+ BC*-CD + (AB-BC+ AB-CD) - (AB+ BC + CD) =

=AB BC*+ BC*+ BC* CD+ AB*- BC+ AB*-CD+ AB-BC*+2A4B-BC-CD+ AB-CD*=
= AB* BC + AB*- CD + 2AB- BC*+ 2AB-BC- CD + BC*+ BC*- CD + CD*  AB.

(1) és (2) Osszefiiggések jobb oldala egyenld, tehat az allitas igaz.

>

AF =FB=

17. a) 4 pont esetén —— = 6 lehetséges egyenes van. b) 5 pont esetén T = 10 lehetséges

211 -
egyenes van. ¢) 212 pont esetén — - 22366 lehetséges egyenes van. d) n pont esetén

n-(n—1)
2

lehetséges egyenes van. Barmely két pont egyetlen egyenest hataroz meg, mivel

semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Annyi egyenes van, ahanyféleképpen n pontbdl 2-t ki
lehet valasztani.
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18. A kivalasztott csticsbol onmagéba €s a két szomszédjaba nem indul atl6. Az egy csticsbol
indul6 atlok szama:a) 5—-3=2; b)16-3=13; ¢)n—3.

19. ) Az egyik csticsbol kiindul6 2 4tl6 3db haromszoget hoz létre.

b) Az egy csticsbdl kiinduld atlok szama 12 — 3 = 9. Az 1. atl6 1 db haromszoget €s egy tizenegy-
szoget hoz létre a tizenkétszogbdl. A 2. atl6 Gjabb haromszoget és egy tizszoget, a 3. atl6 a 3.
haromszoget és egy kilencszoget, ... a 9. 4tl6 a 9. haromszoget és még egy haromszoget, azaz
Osszesen 10 db-ot hoz Iétre.

¢) (n — 2)db haromszog keletkezik.
20. Az n oldalt konvex sokszog egy cstcsabdl (n — 3) db atlé hiazhatd. n —3 =12=n = 15.

21. Az n oldalu konvex sokszoget az egy csticsbol indulé atlok (n — 2) db haromszogre bont-
jak. n — 2 =18=n = 20.

22. n+(n-3)=17=n=10.
23. Azn oldald sokszog egy csticsabol (n — 3) db atlé indul. n csticsbdl n - (n — 3) db atld indul,

n-(n—3
de igy minden atlot kétszer szdmoltunk, tehat az osszes atlok szama: % A feltétel
. n-(n=23) )
szerint: - 27. Ebbdl a pozitiv megoldds n = 9.

24. a) Egy kiszemelt gyerek minden tdrsaval helyet cserélhet, tehdt 6 cserepartnere lehet.

b) 1 jatékos 6 helyre cserélhet. 7 jatékos 7 - 6 = 42 helyre, de minden cserében ketten szerepel-
7-6
nek, igy a valdsdgos cserék szama: - = 21.

) n-(n-3)
25. Az n oldalu konvex sokszog atléinak szama ———.
, on(n=3) P ,
A feltétel szerint: — s - 6n. EbbdI a pozitiv megoldas n = 15.

) n-(n-3)

26. Az n oldala konvex sokszog atldéinak szama ————.

n-(n-3)
2

A feltétel szerint: = n. Ebbdl a pozitiv megoldas n = 5.

Szdgek, szbgparok

27. 45°=90°: 2, tehath -et kell felezni.
A szabdlyos haromszog mindharom szoge 60°, tehat szabalyos haromszoget kell szerkeszteni.

1 1
30° = 5 60°, tehat 60°-os szoget kell felezni. 22,5° = 5 45°, tehat 45°-os szoget kell felezni.

1 1
15°= ER 30° = T 60°, tehat a 60°-os szog felét kell felezni.
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28. A 90°-0s és a 60°-o0s szogekbdl szogfelezéssel és Osszeadassal tobbféleképpen is szerkeszt-
1 1 1
het6k a kérdéses szogek, példaul: 105° = 60° + oR 90°; 52,5°= ER 60° + i 90°;
75° = ! 60° +90°); 67,5° = . 90°; 135°= ) 90°
=5 i 67,57= - 90% 2

29. Szerkesztési feladat, megoldasat az olvasdra bizzuk.
30. Legyen @ + 8 =6 az egyik, @ — B = € a masik megadott szog! Az értelmezés miatt & > 8

d+e
és 0 > ¢e. A két egyenlet Gsszegébdl a = T=> a nagyobb szO0g megkaphatd a megadott
—&
szOgek Osszegének felezésével. Az elsG és a masodik egyenlet kiilonbségébdl § = ———= a

2
kisebb szog megkaphat6 a megadott szogek kiilonbségének felezésével.

31. Legyen 2+ [ =0 az egyik, 2¢ — B =€ a mdasik megadott szog! Az értelmezés miatt
o+e

a> g és 0 >e. A két egyenlet 6sszegébdl o = T:> az egyik sz0g megkaphat6 a meg-
adott szogek Osszegének kétszeri felezésével. Az els6 és a masodik egyenlet kiilonbségébdl

0—¢

b= — = a masik szog megkaphat6 a megadott szogek kiillonbségének felezésével.

32. 0:f=7:3=a="Te és B =3¢c. Afeltétel szerint: 76 =3e+72°=e=18°=a+ [ =180°.
33. o:f=5:2= a =5 és B =2¢e. Afeltétel szerint: 56 =2e + 54°= € = 18°= a=90° és
B =36°.

34. o + B =216° és a/+§=180°:>b’=72° és a = 144°.

85. a+a+10°+a+20°+a+30°=180°= & =30°. A szogek nagysaga: 30°; 40°; 50°; 60°.
36. Jeloljiik az els6 és a masodik sugar szogét a-val! @ + 2@ + 4o + 8a = 360° =« =24°.
A keresett szogek: 24°; 48°; 96°; 192°.

37. 0 6ratol 12 érégreﬁrea_mutaték altal bezart szog: 0°; 30% 60° 90°; 120°; 150°; 180°; 150°
(210°); 120° (240°); 90° (270°%); 60° (300°); 30° (330°) és 0° (36O°1).

38. 1 ora alatt a kismutat6 30°-ot fordul el. @) negyed hét; 7 ora alatt a 30° negyedét tette

meg, igy a 6-ostdl szamitva 7,5%-ot fordult a kismutatd. A nagymutatd pillanatnyi allasaval
90° + 7,5° = 97,5°-0s szdget zar be.

1
b) fél tiz; B Ora alatt a kismutat6 a 30° felét tette meg, igy 15°-ot fordult. A nagymutaté pil-

lanatnyi allasaval 90° + 15° = 105°-o0s szoget zar be.

3
¢) haromnegyed 6t; 7 Ora alatt a kismutat6 a 30° haromnegyedét tette meg, igy 22,5°-ot for-
dult. A nagymutaté pillanatnyi allasaval 90° + 30° + (30° — 22,5°) = 127,5°-0s szoget zar be.
39. 1 o6ra alatt a kismutat6é 30°-ot fordul el. a) 2 6ra 20 perc; a kismutaté a 2-hoz képest

1
3 30° = 10°-ot, a nagymutat6 pedig 60°-ot haladt. A bezart sz6g 60° — 10° = 50°.
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b) 3 6ra 32 perc; a kismutat6 a 3-hoz képest Tl 30° = 16°-ot, a nagymutat6 pedig 90° + 12° =
= 102°-ot haladt. A bezart sz6g 102° — 16° = 86°.
40. Az dbra jeloléseit hasznalva o = 45° + 90° 4 22,5° = 157,5°.
41. o = 67,5° = 45° + 22,5°= a haj6 nyugat-északnyugati iranyban halad.
42. A reptl6gép délkelet felé halad.
43. a) 21°36'=21,6°; b) 49°9'=49,15°; c¢) 51°24'18"=51,405°; d) 17°27' 45" =17,4625°.
44. a) 108,5°=108°30"; b) 20,7°=20°42"; ) 18,3°=18°18"; d) 59,7°=159°42';
e) 100,01° = 100°36".
45. § = @ =32° 42", mert cstcsszogek; € = a =32°42', mert egyéllasa szogek;
0 = a =32°42', mert valtoszogek; [ =17y =180° — 32° 42" = 147° 18', mert @ mellékszdgei;
7 =w=180° — 32° 42" = 147° 18, mert « tarsszogei.
46. 0 =90°—a + 16°28' = a =53°14".

1
47. o = 3 (180° — @)= a = 30°.
48. o = 180°— a=a =90°.
49. o = 180° — a=a = 90°. Akkor egyenld a sz0g a tarsszogével, ha 90°-os.

2 3
50.4q) azg-(180°—a):>a=72°; b) a=7-(180°—a):>a=54°;

3
c)a= 5 (180° — @)= a = 67,5°.

3
51.a) o +(180° — @) + (180 —a)5=1E'180 = a = 146,25%; @
b)a'+(180°—a)+(180°—a/)=13-180°=>a=80°. )
52. A feltételeknek megfelel6 merGleges szara szogek nem egyenldk,
hanem egymas kiegészits szogei. 180°—a)

a) a=3-(180°— @)= a = 135% 180°— a = 45°;
b)a=4-(180°— @)= a = 144°; 180° — a = 36°; 5
¢)a=3-(180°— a)=a =150°; 180° — a = 30°. \l
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53. A feltételeknek megfeleld merSleges szaru szogek nem egyenlék, hanem egymas kiegészitd

1
szogei.a) f=1la=>a+ 11la =180°=a =15°; B =165 b)B=§a=>a+§a=180°=>

7 7
=a=135% [ =45 C)B=Ea=>a/+5a/=l80°=>a/=40°; B = 140°.

54. TCAA-ben CTAL =90°=TCAL =90°—a. Az ABCA-ben B=90°— ¢, igy az el6z6
allitassal osszevetve TCA<X = /5 adodik. A masik allitas hasonldan belathato.

55. A parhuzamos szari konvex szogek nagysaga csak akkor kiilonbozhet egymastdl, ha
tarsszogek. ¢ + £ =180°; a=pL+90°; B+90°+ B =180°= 3 =45°, «a=135°.

56. A parhuzamos szaru konvex szogek nagysaga csak akkor kiilonb6zg, ha tarsszogek.

a) a+ =180 A=90°+a; =a=45°;, B=135".

b)a+B=180° B=120°+a; =a=30° B =150°

c)a+B=180° B=75+a; =>a=525° B=1275"

3
57. 0 = 1g -90° = 144°; ADB< =180° — 6 = 36°, mert §-val tarsszogek.

144°
ADBA-ben DAB{=18O°—36°—T=7_2°.
B o B«
2 —+2 —=180°= ; =—+—=—=90°.
58.2 - +2: - =180°= L (f;; o) =5+ =9°

59. ¥(a; b) = 2a; felezdje f; és  L(b; c)=2pB; felezSje f,. filfy=a+B=90"=

= Y (a;c) = 2a + 28 =180° = a és ¢ egy egyenest alkot.

60. A keletkezett szogek vagy csucsszogek vagy mellékszogek vagy egyallasi szogek vagy
tarsszogek. A csicsszogeknek kozos a szogfelezojiik, a mellékszogeknek az 58. feladat allitasa
szerint merdleges, az egyallasu szogeknek parhuzamos, a tarsszogeknek pedig merSleges. Az
allitas is parhuzamossagot vagy merGlegességet fogalmazott meg.

61. f | f; miatt az 59. feladat allitdsat felhaszndlva: a + 8 = 180°.

A feltétel szerint: f = a + 130° = a + @ + 130° = 180° = a = 25°; [ = 155°.

62. Az abra jeloléseit hasznélva: 6, = 127° 17';

B,AC M négyszdgben 360° = a + 90° + 90° + 127° 17" = a = 52°43'".

63. 1. eset: A tompaszog az A csticsndl van. A 63/1. abra jeloléseivel: 6, = 47° 6" 42”.
B,AC M négyszdgben 360° = o + 90° + 90° + 47° 6’ 42" = o = 132°53"18".

57.]
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2. eset: A tompaszog a C csicsnal €
van. BC,M derékszogli harom-

szogben MBC, ¥ = 90° — 0,;
AB B derékszogii haromszogben
B,BA< (= MBC,¥) =90° — a.
A két egyenlGséget Osszevetve:
a=0,=47642".

G

Sokszdgek sz6gdsszege

64. n darab haromszog keletkezett, szogeik 0sszege n - 180°. E szogek koziil azok, amelyeknek
csticsa az adott pont, nem tartoznak a sokszog belsé szogeihez, és egyiitt 360°-ot alkotnak. Ezért
az allitas igaz.

65. Az n oldalt konvex sokszog egy csticsbol induld atléi (n — 2) db hdromszogre bontjak a
sokszdget. A haromszogek szogei részben vagy egészen a sokszog szogeit alkotjak, és a sokszog
minden szoge ezen haromszogek szogeibdl adddik. A sokszog belsd szogeinek dsszege:

(n —2)-180°. a) négyszog esetében (4 — 2) - 180° = 360°;  b) nyolcszdg esetében (8 — 2) - 180° =
=1080°; c) tizenharomszog esetében (13 —2)-180° = 1980°; d) kilencvenhatszog esetében
(96 — 2)-180° = 16 920°;

66. A konkav csticsbol induld atld a konkav négyszoget 2 db haromszogre bontja. A négyszog
belsd szogeinek dsszege egyenld a két haromszog belsd szogeinek dsszegével, azaz 360°-kal.
67. (n —2)-180° = 1620° = n = 11. Tizenegy oldala a sokszog.

B . (5-2)-180°
68. a) egyenld szogll 6tszog: a5= s = 108°;
b 16 szogli hatszog: a¢= (6-2) 180" = 120°;
) egyenld szogil hatszog: a,= I —— U 70/1.
N (1-2) 150
c) egyenld szogli hétszog: a,= = 128,57°;
- (10-2) 180
d) egyenld szogl tizszog: a,,= 10 = 144°;
o B (n—2)-180°
e) egyenld szogl n-szog: a,= Yy
69. A bizonyitds indirekt. Tegyiik fel, hogy a négyszog @, B, 7, O
szogei 90°-nal kisebbek! = 70/I11.
=Sa+f+y+6<90°+90°+ 90° + 90° = 360°, ami ellentmond an-
nak, hogy a négyszog bels6 szogeinek 6sszege 360°.
70. Példaul: a) 70/1. abra; b) 70/11. dbra.
71. Ha barmely két szomszédos oldal merdleges egymasra, akkor a
sokszognek csak 90°-0s és 270°-o0s szogei lehetnek. Tegyiik fel, hogy az
(n + k) oldala sokszognek n db 90°-0s és k db 270°-os szdge van! A belsd
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szogek Osszegére fennall: n-90°+k-270°=(n+k—2)-180°=>k=n—4 =k és n azonos
paritasuak, tehat az 6sszegiik (a sokszog oldalszdma) paros.

72. n oldald sokszog belsd szogeinek Osszege: (n —2)-180°% (n+4) oldald sokszog belsd
szogeinek Osszege: (n + 2) - 180°. A valtozas 4 - 180° = 720° novekedés.

73. Az n oldalu sokszog bels6 szogeinek Osszege: (n — 2)-180° =s; 2n oldala sokszog belsd
szogeinek Osszege: (2n —2)-180° = (2n —4)-180° + 360° =2 - (n — 2) - 180° + 360° = 2s + 360°.
A sz6gosszeg (s + 360°)-kal nott.

74. o) Tekintsiik a haromszog belsé és kiilsd szogeinek dsszegét! e + @'+ L+ B + 7y + 7' =
=180°+ 180°+ 180°; a+B+y+a' +pB +7 =540° a'+ B +y'=540°—(a+B+7)=
=540° — 180° = 360°.

b) Az a) pontban latott gondolatmenetet kovetjiik. Az 6tszog belso és kiils6 szogeinek dsszege:
5-180° = 900°. A belsd szogek Osszege: 540°. A kiils6 szogek dsszege: 900° — 540° = 360°.

¢) Az a) pontban latott gondolatmenetet kovetjiik. Az n oldali konvex sokszog belsd és kiilsd
szogeinek Osszege: n-180°% a bels6 szogek Osszege: (n —2)-180°. A kiils6 szogek Osszege:
n-180°—(n —2)-180° = 2 - 180° = 360°.

75. (n—2)-180°+ &' =1846°% 0<a’ <180°% (n—2)-180°—1800° + @’ = 46°
(n —12)-180° = 46° — @’. Az egyenlet bal oldala oszthaté 180-nal. A jobb oldal csak akkor lehet
oszthatd, ha ' = 46°=n=12. A sokszdg 12 oldaly, a kiilsd szog 46°.

76. Afeladat feltételei szerint az 6tszog belsd szogeinek Osszege: x + 2x + 3x + 4x +5x = 540° =
= x = 36°. A keresett szogek: 36°% 72°% 108°; 144°; 180°. Mivel belsd szog nem lehet 180°, igy
ilyen 6tsz6g nem létezik.

77. Tekintsiik a négyszog egyik oldalegyenesén 1€vS belss és kiilsG szogek Osszegét! o + o' =
=180% B+ B =180°=a+ B+ + 5 =360°. A négyszog belsG szogeinek Osszege 360°:
a+B+y+0=360=a+p+a+p =a+hL =y+0.

78. A bels§ szogek Osszege (n —2)-180° a kiilsé szogeké 360°. (n —2)-180° = 3-360°=

= n = §8 oldalu a sokszog.

79. a) Legyen « és y szogfelezGjének metszéspontja M!

a
AMCB négyszogben AMC<X = 360° — > B - % =360° — 36° — 122° — 34° = 168°.
Akét szogfelezd hajlasszoge: 180° — AMCL = 12°.

b) Legyen a és f8 szogfelezdjének metszéspontja P! ABPA-ben 6 = 180° — — — E =

2 2
=180° — 36° — 61° = 83°. A két szogfelez hajldsszoge: 6 = 83°.

80. Tekintsiik at az egyes haromszogtipusok belss €s kiilsd szogeinek szamat az alabbi tablazat
segitségével!

Belso szogek Kiils6 szogek
hegyesszog|tompaszog|derékszog |hegyesszog|tompaszog| derékszog
Hegyesszogl haromszég| 3 db 3db
Derékszogti haromszog 2 db 1db 2db 1db
Tompaszogli haromszog 2db 1db 1db 2db

A kiils6 szogek kozott legfeljebb egy volt hegyesszog és legalabb kettd a tompaszog.
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81. Jeloljiik a keresett sokszog oldalainak szamat n-nel! Tegyiik fel, hogy a sokszog minden
kiilsd szoge legalabb 90°! A kiilsé szogek 6sszege 360°, igy fennall a 360° =7 - 90° = n < 4 egyen-
16tlenség. Tehat n =5 esetén biztosan van a kiilsd szogek kozott hegyesszog.

82. Jeloljiikk a haromszog alapjat BC-vel, az A-nal 1évo kiils6 szogfelez6t pedig e-vel!

o

—a —a
L (e; AC)=?; BCA«X =?:> ¥ (e; AC)=BCA.

Akét egyenl6 szog egyik szara ugyanannak az egyenesnek két ellentétes iranyt félegyenese, ma-
sik szaruk a fenti egyenes altal hatdrolt méas-mas félsikban van. = A két szog valtoszog = e | a.

a/
83. Jeloljiik az A cstcsnal 1éve kiilsd szog felezgjét e-vell a e = ¥ = - mert valtészogek,
a’ 180°—a 180°—a «

=180°—a¢——=180°—a — = = =y f=y=sc=b.
B a—— a 5 5 =7 B=r=>c

84. ATBA-ben: 6 =90°— j8; F az AB alap felezéspontja = CF szimmetriatengely felezi a

szarszoget és merdleges az alapra. CFBA-ben: %= 90° — . Az allitdsokbdl 6 = %ad()dik.

85. Legyen a és f8 szogfelezGjének metszéspontja P, az ABPA P-nél 16v6 kiilss szoge 6!
14

@
0= 5 + g =90°— 5 < 90°, tehat 6 a szogfelezSk hajlasszoge.

a) 6 =90°—16,3°=73,7°;b) § =90° — 45°=45°¢) § = 90° — 75°7 = 14°53".

86. A kiilsG szogre vonatkozo tételbdl: @’ = 5+ 7; a feladat feltétele szerint: @’ =2/. A két

allitast osszevetve: 8 =y = a haromszog egyenld szaru.

180° — 60°
2

balyos. b) Az alapon fekvd szogek 60°-osak = a szarszog 180° — 2 - 60° = 60° = a haromszog

szabalyos.

87. a) A szarszog 60° = az alapon fekvd szogek = 60°-osak = a haromszog sza-

Haromszogek belsd és kiilsé szdgei

1
88. A feladat feltételei szerint: @ =5x; A =7x; 7y =5+ T 180° = 5x + 10°. A harom-

sz0g belsd szogeinek Osszege: 5x + Tx+ 5x + 10° = 180°=x = 10°=a = 50°; B = 70°%;
7 = 60°.
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89. A feladat feltételei szerint: « =70° [ =>5x; ¥ =6x. A haromszog belsd szogeinek Osz-
szege: 70°+ 5x + k= 180°=x = 10°= B =50°;, ¥ = 60°.

90. a) A feladat feltételei szerint: @ =x; B =2; 7 =3x. A hdromszog bels6 szogeinek 6sz-
szege: x+2x+ 3x=180°=x=30°=a =30, A =60 ¥ =90°.

b) A megoldasmenet a)-hoz hasonlé: @ =45°;, B =060° 7y =75

¢) A megolddsmenet a)-hoz hasonlé: @ =30°;, B =70° 7y =80°

91. A feladat feltételei szerint: @ =42°24’; B =y +27,1° = y +27° 6'. A haromszog bels6
szOgeinek Osszege: 42°24" + vy +27°6' + y = 180°=y = 55°15'= 8 = 82°21".

92. A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy a P pontbdl az e egyenesre két merSleges egyenes
hazhatd! Legyen ezeknek e-vel vald metszéspontja 7; és T,! T} # T, = A két merdleges egy-
massal bezart szoge: ¥ > 0. A T,T,PA bels6 szogeinek 6sszege 90° + 90° + 7 > 180°, ami lehe-

tetlen. = Nem létezhet a két merdleges.

93. Legyen ¢’ = 87°1= a = 93°. Jeloljiikk a 27°-o0s szoget S-val!

A harmadik szog 7 = 180° — (@ + ) = 60°.

94. A feladat feltételei szerint @ =2y’; B=3y’; 7y =180°— . A hiaromszog bels§ szoge-
inek Osszege: 2y’ + 3y’ + 180° — y'= 180 = y’'= (°. Ilyen haromszog nem létezik.

95. A feladat feltételei szerint @’ = 128°=a =52°; és f' = 116°= B = 64°. A belss szogek
Osszegébdl: y = 180° — 52° — 64° = 64°.

96. Az adott szOg a szarszog kiilsG szoge, mivel alapon fekvl szog csak hegyesszog lehet, és
ahhoz tompaszog a kiilsé szog. 7y’ = 87°=y = 93° a haromszog szarszoge. Az alapon fekvé

’

szogek: @ = 8 = % =43,5°.
7//
97. a) 1. eset: Az adott sz0g a szarszOg killsd szoge: 7' =96° =y =84°=a = = 5 = 48°.

2. eset: Az adott sz6g az alapon fekv egyik szog kiilsG szoge: ¢’ = 96°=a =84°= [ = 84°=
=7 =180"—2-84°=12°.
b) 64°-0s szdg csak szarszog kiils6 szoge lehet, mivel hozza tompaszog tartozik belsd szogként.

Y =640 =y = 116°=>a=3=L=g.

2
98. Legyen a és B szogfelezGjének metszéspontja P; az ABPA P-nél 1év6 kilsG szoge
a B 4
0=0=—+—=90°—-—.
2 2 2

99. Jelolje A, az A-bdl induld, B, a B-bdl indulé magassag talppontjit, M a két magassagvonal
metszéspontjat, 6 < 90° a két magassagvonal hajlasszogét! 6 az MBA, derékszogli haromszog-
ben hegyesszog. 7 és 6 merdleges szart szogek. a), b) és d) esetben egyenlSk, mert egyarant
hegyesszogek, c¢) esetben y tompaszog, ezért y és 6 kiegészitd szogek.

a) =22,5° B=75= y=2825=0 =825 ahajlasszog.

b) a=15° [ =105=y =60°=35 = 60° a hajlasszog.

c)a=30° B =45=y=105"=0 = 75° a hajlasszog.

d) a=90°; B=20°=7y =70°=3 = 70° a hajlasszog.
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100. a) Legyen a két szogfelezd metszéspontja P és az ABPA P-nél 1év4 kiilss szoge o'
a B 47742 7310

0=—+—-= +
22 2

b) Legyen a magassagok talppontja 4,, illetve B, metszéspontjuk M! Az m, és m, magassigvo-
nalak szoge a B;MA,C hirnégyszog M-nél levé kiilsG szoge: 6 = y = 180° — 47°42" — 73°10" =
=59°8".
101. Legyen az @ szogfelez6jének a BC oldallal vett metszéspontja P Az APBA-ben 6 a P-nél
levd kiilsG szog. 6 = % + B =97°1". A hajlasszog 180° — 6 = 180° — 97°1" = 82°59'".

180° — 30°

102. Az ABCA-ben: a == — = 75°. a) Az ATBA bels6 szogeinek 0sszegébdl:

0=90°- =15 a szirhoz tartoz6 magassigvonal és az alap 4dltal bezirt szog.

=60°26';

b) € =a — 6 = 60° a szarhoz tartozé magassagvonal és a masik szar altal bezart szog.

103. 1. eset: Agérszég hegyesszog. A 102. abra jeloléseit hasznalva:
A feladat feltételeibdl e = 8; e=a—13°;, ése+d=a=05=13°.
ATBABSL B=90°— 13° =T = a = T° =7y = 180° — 2-77° = 26".

2. eset: A szdrszog tompaszog. A feladat feltételeibdl @ =5 és € = a — 13°; ATBA-bSl
a+e+90°+=180°=a+a—13°+90°+ a =180°=>a =34°20"; [ =34°20=

=7 =180°—2-34°20" = 111°20'.
104. BTCA-bSl 6 =90° — = 63°; ACBL=90°=¢ =90°— & =27°.

105. Hegyesszogl, tompaszdgli, valamint olyan derékszogli haromszog esetén, aminek a vagy
b az atfogdja, a vizsgalt szogek merSleges szar hegyesszogek, tehat egyenldk. Abban az eset-
ben, ha a és b a derékszogli hdromszog befogdi: X (a;m,) = < (b;m,) = 0°.

106. 1. eset: A haromszog befogdi kiillonbozdk, igy feltehetd, hogy
B >a=C,e BP;

BC,CA-b8l BCC,x =90°— . A szogfelezés miatt BCP< =45°.
C,CPY=45°— (90° - ,6’) = f§ —45°

2. eset: A haromszog egyenld szara derékszogli =>a=p=45=
= P = C,=C,CPX =0 amire teljesiil, hogy 45°-kal kisebb, mint
a 45°-0s hegyesszogek.
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107. Legyen « a kiils6 szogfelez6k metszéspontja, € pedig az AQBA Q-nal 1évo bels6 szoge.
a
ﬁ] =—+ E < 90° a kiils6 szogfelezdk hajlasszoge.

a
AQBA-ben € = 180° — [90° - —+90° - )

2 2

’

108. BCO,A-ben BCO,< 277 a 108. abra jelolései szerint.

BOx =2 & copa—1s00— L~ B g 3T Ly @
== = - — — = °_ — = = 0——.
== 2 B 2 2 2 2 2
; o . B . 7
Hasonldan beldthat6, hogy CO, A< =90° — X €8s A0.BX =90° — ER

109. Legyen a 109. dbra jelolései szerint @ = 67°; [ =33°=y =80 « > [ miatt C; € AP.
C.CPE =2 ~(90°~a)= 1T
110. 1. eset: 0° < 5 < @ < 90°. A 109. dbra jeloléseit hasznalva: f <a=C,e AP=C,CP =

Y 180°—a — 8 a—RB
=——(90°—a)=——F7—(90°— )= .
L —r—a)= (0 - a)
90°-B8 a-p
2.eset:  =90°. A=C;; C,CPX= T,
Y 180°—a — a—pB
3. eset: @ > 90° (110. abra). CICP<=?+9O°—a/’=f+a—90°=7.

111. Legyen az a szogfelezGjének metszéspontja a BC oldallal P! APB< kiils6 szog az APCA-
a a
ben = APB< =5 +7; APCH kilso szog az APBA-ben = APC< =5 + 5;

|APB< — APCX | = —+7 §+B =7 - 8]

112. Az ABC egyenl§ szart haromszog y szarszogének felezGje merdlegesen felezi az AB ala-
pot F-ben. Ez azt jelenti, hogy a szarszog az AFC< = 90°-kal egyenld. 7 = 90°;
180° — 90°

=f=—"—=45°
a=p 5 45°
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113. Legyen az « szogfelezGjének metszéspontja a BC szarral P! Az ABCA belsd szogeinek

180° — 36° a
Osszegébdl: @ = — - 72°= 5= 36°= APB<X = ABP = 72° = ABPA egyenl0 szara.

a
ACPL =y =36°= 5= CAPY = APCA egyenl§ szar.
114. Legyen az a szogfelezGjének metszéspontja a BC szarral P! AP = AB = APBX =ABP< =

a
= a. Az APBA bels6 szogeinek Osszege: @ + > +a=180°=a = 72°= y = 36°. A haromszog
szogei: 72°% 72° 36°.
115. A szinessel huzott szakaszok és az @ szogszarai altal hatarolt egyenld szard harom-
szdgekre tobbszor alkalmazva a haromszog kiilsé és belsd szdgeire vonatkozo dsszefiiggéseket:
B ="15°.
116. a) A torottvonal egyes szakaszai az adott szog szaraival rendre 15°-kal nagyobb szogeket
zarnak be. 15°% 30°; 45°; 60°; 75° az egymast kovetd szogek nagysaga. Ezeket kévetné a 90°, ami
lezarja a sort, mert a kdvetkez6 haromszognek mar nem lehet 2 db 90°-os szoge.
b) n szakasz esetén = (n —1)-a. 10 egyenl§ szakasz fér el, ha 90° > 92 =10° > @. 10°-nal

kisebbnek kell valasztani a-t.
90°
¢) (n +1) szakasz esetén S =n-a. (n+1) egyenld szakasz fér el, ha 90°>n-a=——>a.
n_____
117. ADCA egyenld szari = ACDX =ADCL =67,5°. CEBA egyenl$ szari = CEBL =
=ECBX=0675°. ADCL=067,5°=CEBX = EDCA egyenld szara, alapon fekvs szogei
67,5%-0sak. Szérszoge ECD< =180° — 2-67,5° = 45°.

O

18
118. ABDA egyenl szarat = ABCX = ADB == CEBA egyenl§ szara = CBE{ =
_180°—7 180°—a  180°—7

=CEBX — DEBA-ben a bels6 szogek osszege: DBE< + 2 + 5
180° = DBES =—+ ~
= = —- -
2 2

119. a) 1. eset: AB = AC. Egyenld szart haromszdgben a szarszog bels6 szogfelezdje merdle-
ges az alapra, kiils6 szogfelezGje pedig parhuzamos vele. Igy nem johet létre az E pont, és az
AD = AE allitas sem teljestilhet.

2. eset: AB > AC. AB > AC = B, D, C, E a pontok sorrendje. AD = AE és AD merGleges AE
miatt az ADEA egyenld szart derékszogli = ADE X = 45°. ADE kiils6 szoge az ABDA-nek

a
:>E+B=45°:>Z=1800_a_3= 180° — (90° — 28) — B = 90° + 8.
3. eset: AB <AC.AB <AC = E, B, D, C a pontok sorrendje. AD = AE és AD mer06leges AE
miatt az ADEA egyenld szaru derékszogli = ADE X = 45°. ADE < kiils6 szoge az ACDA-nek

a
$5+7=45°=>[_>’= 180° — @ — 7 = 180° = (90° — 2y) — 7 = 90° + 7.
b) y =34° esetén a y = 90° + 3 egyenlGség nem teljesiilhet, igy AB < AC sszefliggés all fenn

az oldalak kozott = a = 22°; B = 124°.




22 Bevezetés a sikgeometriaba

a
120. AB=AC= ABCL =ACBXL =90° — ER AD = AC és a a DACA kiils6 szoge =

a a «a
= ADCL =ACD<X = BCD< =90° — > + 5 = 90°.
121. AB+AC>BC =B, E E, C a pontok sorrendje. AB= BE=> BEAY = BAE{ =

=90° — g AC=CF=FACL =AFC¥{ =90° - % ECAA E-nél fekvd kiilso szoge FEAX =

=90° — g A kiils6 szog tétel miatt FEAX = ECA<X + EACX =90° — g =y +EACX =

= EACY =90°—§— 7= FAEY = FACY — EACX =90°—;—[90°—§— 7]=

YRS

+

| R

122. Legyen a szogfelezd metszéspontja AB-vel P; az A-bol hizott parhuzamos metszéspontja
14
a BC egyenessel pedig Q! PC| AQ= BCP<.=BOA<X = EE mert egyallasa szogek. PC| AQ=

= PCAL =CAQX = % , mert valtdszogek. Az allitasokbol = CAQA egyenl6 szarit = CA = CQ.

123. Legyen a szogfelezd metszéspontja AB-vel Q. A PACA egyenld szard, kiilsG szoge y =
= PACL =APCL =6 = % A szogfelezés miatt BCQ<X =%. Mivel Q és A a PB egyenes altal

hatérolt ugyanazon félsikban taldlhatok, APC<{ = QCB<X egyallast szogek = AP | OC.

124. Az ABCA bels§ szogeinek osszege: 20 + 2¢ + 2e = 180° = 6 + ¢ + € = 90°. Az ABTA
belsd szogeinek Osszege: 6 + ¢ + € + ATBX = 180° = ATB< = 90° = ATLCB = AT magas-
sagvonal az ABCA-ben. Hasonldan belathat6 az allitas a tobbi szakaszra is.

125. AP =PB = APB< =180°—2¢. BP=PC = BPC{ =180°—-26. CP=P4A = CPA{ =
= 180° — 2e. Az ABCA bels6 szogeinek Osszege: 2¢ + 20 + 2e = 180°. Felhasznélva az

@ = € + ¢ egyenlSséget 26 = 180° — 2a ad6dik. BPCL =180° — (180° — 2a) = 2@. Hasonldan
belathato, hogy APBY =2y és CPAX =28. N

126. Legyen F az AB oldal felezéspor?ja €s AB = 2CF! BCFA és ACFA egyenl6 szarti =
= CAF{ =ACF{ =6 és FCB< = CBF{ = . Az ABCA bels6 szogeinek osszege: 26 + 2e =
=180°=03 + € = 90°=ACB = 90°.
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127. Legyen az ABCA alapja AB, a meghosszabbitassal nyert
pont C*! A haromszog egyenld szard = CAB< = CBA< =
=a; CB=CC*"= CC*BX=CBC*<=¢. ABC*A-ben
a+(a+e)+e=180°= a +¢e=90°= ABC*{=90°.

128. A harmadszakaszok egyenlGsége miatt G,4 =AE;;
ABCA szabalyos = G,AE, < = 60°. A két megdllapitdsbol ko-
vetkezik, hogy az AEG,A szabiljos =G,E=E A=
=E, E,=>GE,E,A egyenl§ szaru, szarszogének kiils6 szoge
60°= ¢ =30°= AG,E,¥ = 60° + 30° = 90°. Az allitas a tobbi
szdgre is hasonldan belathato.

129. KQ a 45°-o0s kozépponti szogli AC : 2 sugard AQK kor-
cikk htrja. KP a 45°-0s kdzépponti szogli BD : 2=AC : 2 suga-
ra korcikk harja. = KP = KQ (1). Hasonléan: KP=KR =KS =
=...=KZ. AKQA egyenls szara = a +45°=a+¢=¢ =
=45°(2); AKBL =90° = @ =45°: 2 és QKR =2 -a =45° (3).
Az (1), (2) és (3) allitasokbol kovetkezik, hogy a POR...Z
nyolcszog szabalyos, mert K kozépponta 45°-os forgasszim-
metriaja van.

130. A meghosszabbitassal egybevagd egyenld szara derék-
szogli haromszogek keletkeznek: ABOA=FBKA=EAJA=
= EF=EJ+JK+ KF =a + 2e a keletkezett négyzet oldala.

131. FD =DC=a = FDCA egyenld szarG = DFC{ =
=FCDX =qa; EFCA-benEFCL = 45°+a;, FCEX =45+
+ a = EFC{ = FCEX = ECFA egyenl0 szaru.

132. Az ABCA egyenl§ szart derékszogi:

CABY = ECF< =45°= EFCY{ =45°= CE = EF,
AB=AE = ABEX = AEBY = 67,5° =
=e=w=90°-67,5=22,5=FEF = FB.

o
45°
a

A5/ 4

o
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133. PCBA derékszogli és PBC =§=> CPB<X =90° — g ABCA egyenl§ szara = CF

B
merGlegesen felezi AB-t = FBQA derékszogli = FOBX =90° — ER PQOC< és FOB csucs-

szogek = POQC<X = FOB<X =90° — é Az allitdsokbol CPQ <X = POQC<X =90° — §=> CPQOA
egyenl6 szara = CP = CQ .

134. O,P,P,< = O,P,P, % = @, mert valtészogek. O,P EX = O,EP,< = a, mert O,P,EA egyenl6
szaru. O,P,E< = O,EP,< = a, mert O,P,EA egyenl0 szart. O,EP,< = O,EP,¥ = a.

0,, E, O, egy egyenesen van és P, P, az 0,0, egyenes dltal hatarolt mas-mas félsikban van =
= O,EP,< és O,EP,< csucsszogek = masik szaruk is egy egyenesen van = P, E, P, egy egye-
nesen vannak.

a
135. XACA egyenl6 szaru, kiils6 szoge CABL = @ = CXAL = XCAX =5 YBCA egyenl6
szaru, kils6 szoge ABC<. = 8 = BYC{ = YCBX =§. XCYY = XCAL +ACBL + BCYXL =
a s 180° — ¥ %0 ¥ =
=—+y+—=y+——=90"+—.
2 TR T 2

a a
136. DOA< = OAB<X =5 mert valtészogek = DOAA egyenls szara, mert két szoge > =

= DA =D0O. EOBY =0BA< =§, mert valtdszogek = EBOA egyenlé szart, mert két

szoge §=> EB =FEQO. Az aldhuzott allitisokb6l = DE = DO + OFE = DA + EB.

Osszefliggések a haromszég oldalai és szdgei kdzott

137. Legyen T a P kiils6 pontbdl az e egyenesre allitott merdleges talppontja! Legyen Q # T
az ,e” egyenes tetszGleges pontja! A POT derékszogli haromszdgben PQ atfogd, PT befogo.
Mivel a legnagyobb szoggel szemben van a legnagyobb oldal, igy PQ > PT. Tehat a lehetséges
0sszekotd szakaszok kozil PT a legrovidebb.

138. Az ABCA C derékszogl cstcsanak vetiilete az atfogora T. ATC derékszogli haromszog-

ben AC atfog6 nagyobb, mint AT befogd: AC > AT. BTC derékszogli haromszogben BC atfogd
nagyobb, mint BT befog6: BC > BT.
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139. Tiikrozziikk az ACP,A-et a CP, oldal P, felezéspontjiral A képe A, C képe P,, P, képe C,
CAP, < képe PA'P,¥ = a,, CA =D képe P,A" =b. P,A atfogé az ACP,A-ben, ezért P,A > b.
Az A’AP,A-ben A'P, =b<P,A, ezért a vele szemben levd «, szdg is kisebb, mint a P,A4-val
szemkozti @, sz6g = @, < @,. Ezt a gondolatmenetet a tovabbi szogekre is folytathatjuk, hiszen
a kérdéses haromszogben a derékszog helyett tompaszoget talalunk a legnagyobb szog helyén.
140. Legyen AP < PB, ahol P az AB alap tetsz6leges pontja! = APCX =k = APCA-ben az
APCH a legnagyobb, igy a vele szemben levd AC oldal a haromszdg leghosszabb oldala:

AC > CP.

141. Legyen P az AB oldal tetsz6leges pontja! 1. eset: CP mer6leges AB-re = CP befogo az
APC, illetve BPC derékszogii haromszogekben. AC és BC atfogok a fenti haromszogekben =
= AC > CP és BC > CP. 2. eset: CP nem merdleges AB-re = CPA<X és CPB< kozill az egyik
tompaszog = a megfelel6 részharomszdgben vele szemben CP-nél nagyobb oldal lesz.

142. Legyen 7, > 7,! Vegyiink fel A,B,C,A-gel egybevagd haromszoget gy, hogy A,C, =A4,C,
legyen. = A,C,B*A; 7, <7y, miatt C,B* a 7, sz0g bels6 tartomanyaban halad.

C,B*B,A egyenl§ szari = C,B*B,¥ = C,BB*¥{ =0; AB*B,A-
ben A,B,B*¥{ <3J, AB*B,X >0 = A,B*B,¥-gel szemben na-
gyobb oldal van, mint A,B,B*<-gel szemben = ¢, >c,.

143. ABDA-bena >d=7y,>a;; CBDA-benb >c=y,>a,.

Y1+ 7,>a+ a, = ADCX > ABC<L.

144. Legyen e(P; B)NAC = Q! APB kiils6 szog az APQA-ben
= APBY = PAQ< + POQA. = APB< > POA L. POA< kiils6 szog
a BQCA-ben = POAY = QCB< + CBOX = POAX > QCB<.
Az allitasokbol = APBL >PQAYL > QCB< = ACBL.

145. A tiikrozés torvénye szerint a beesési sz0g egyenls a vissza-

ver6dési szoggel: ATP<L = BTP< = a. Tiikrozziik az A pontot a ¢ C

egyenesre! A'B egyenese kijeloli a t egyenesnek azt a pontjat, ami
felé iranyitani kell a fénysugarat. ATQX =A'TOX =90°—«a a
tikrozés miatt. 4A'TQ<X = BTR<X =90° — @, mert cstcsszogek =
= BT val6ban a visszavert fénysugar.

146. Hizzunk parhuzamost az alap P pontjabdl a haromszog
szaraival! = C,, C,. APC,A és BPC,A egyenl$ szara = PD az
APC A egyik szardhoz tartoz6 magassaga, ami egyenlé a masik
szarhoz tartoz6 magassaggal = PD = AD,. PE a PC,BA szarhoz tar-
tozd magassaga = PD + PE =AD, + PE, ami az ABCA BC-hez
tartoz6 magassagaval egyenld, és ez P-t6l fuggetleniil allando.
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¢ 147. Hizzunk parhuzamost a P ponton at a haromszog
oldalaival!=P,, P,, P;,, P,, P;, P, pontok; d(P;CB)= PF.

P, P,PPA szabalyos = d(P; B,P,) = P,G, = PG. PP,PA\ egybevagd
az AP, oldalu szabalyos haromszoggel = AH = PE. d(4; BC) =

F = PE + PG + PF, ami az egyenl6 oldalt haromszog magassaga.
148. a) 10 + 12 > 13 = Teljesiilnek a haromszog-egyenlGtlen-

Py ) P, ségek = 1étezik ilyen haromszog. b) 1 + 2 =3 miatt nem tel-

%/ \ jestilnek a haromszog-egyenltlenségek = nem 1étezik ilyen

D 1 2 3 .
4 /P E P\ B haromszog. c¢) E+§=€>Z; Teljesiilnek a haromszog-

egyenlStlenségek = 1étezik ilyen haromszog. d) 1911 + 1918 =
= 3829 > 3826; Teljesiilnek a haromszog-egyenl6tlenségek = 1étezik ilyen haromszog.
149. A haromszog-egyenlStlenségek: 0,7+ 1,8 >c=25>¢; 0,7+c>18=c¢>1,1;
A két feltételnek csak a 2 tesz eleget az egész szamok koziill = ¢ = 2 m.

150. 1. eset: A haromszog alapja 3 cm, szarai 6 cm hossziak. 2. eset: A haromszog alapja 6 cm,
széarai 3 cm hossztiak lennének, de ilyen haromszog nem létezik, mert 3 + 3 = 6 miatt nem tel-
jesiil a haromszog-egyenlGtlenség.

151. 1. eset: a + > =15cm; b + > =6cm=b=4cm, a = 13cm.

Ilyen haromszog nem létezik, mert 4 + 4 < 13 miatt nem teljesiil a hAiromszog-egyenlGtlenség.
b

2. eset: a + > =6cm; b + > =15cm=b=10cm, a = 1cm;

10+1>10; 10+10>1; 1+10>10. Ilyen haromszog létezik, alapja 1cm, szdrai 10cm
hosszuiak. -
152. A feltételek szerint b<a és c <a = b + ¢ <2a = nem teljesiilhet a haromszog-egyen-
16tlenség a b, c, 2a oldalt haromszogre, tehat ilyen haromszdg nem 1étezik.

a+b+c
153. A hiaromszog-egyenl6tlenségbdl kiindulva: a+b>c=a+b+c>2c= s >c=

= s > c. Hasonl6an belathatd, hogy s >a és s > b.

154. Legyen a belsé pont P és AC Ne(P; B) = Q! QCBA-re alkalmazzuk a 141. feladat allitasat =
= CP < CB. ABPA-re a haromszog-egyenl6tlenség: AP + PB > AB. Az aldhtzott allitdsokbol:
AP+ PB >AB=CB > CP = AP + PB > CP, és ezt akartuk belatni. Hasonl6éan belathato,
hogy AP + PC > PB és BP + PC > AP,

155. Legyen ABne(C;P) =X. Hiromszog-egyenlStlenség a PXBA-re: PB <PX + XB.
Haromszog-egyenl6tlenség az AXCA-re: CX = CP + PX < AX + AC. Adjuk 0ssze a két egyen-

16tlenséget: PB+ CP + PX <PX+ XB+AX+ AC; PB+ PC <AX+ XB+ AC;
PB+ PC <AB+ AC.

156. Haromszog-egyenlStlenségek az ABCA csticsai és a P bels6 pont altal alkotott rész-ha-
romszogekre: AP + PB>AB; PB+ PC >BC; PC+ AP > AC. Adjuk 0ssze az egyenlStlen-

AB+ BC+ AC
ségeket: 2-(AP+PB+PC)>AB+BC+AC:>AP+PB+PC>f=s, tehat a

bels6 pont csticsoktol mért tavolsagosszege nagyobb a fél keriiletnél. Alkalmazzuk a 155. feladat
allitasat az ABCA P belsd pontjara: PA + PB < CA + CB; PB+PC <AB +AC; PC+PA<
< BC + BA. Adjuk 6ssze az egyenlGtlenségeket: 2- (PA+PB+PC)<2-(AB+BC+AC)=
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= PA + PB+ PC<AB+ BC+ AC, tehat a bels6 pont csticsoktél mért tdvolsagosszege

kisebb a keriiletnél.

157. 1. eset: Derékszogtli haromszog olyan magassaggal, ahol a 7' magassagtalppont azonos az

A derékszogli csicesal. Az egyik befogbéhoz tartozd magassag m, = b. Ebben a hdromszogben

m, befogd, a atfogd, ezért m <a. Adjuk Ossze az Osszefiiggéseket! 2m <a +b=
a+b

=>m,<

2. eset: HegyesszOgli haromszog, tompaszogli haromszog és olyan derékszogli hdromszog,
amelynél a magassagtalppont nem azonos a derékszogii csticcsal. Legyen T a C csticsbol induld
magassag talppontjal BTCA-ben m, befogd, a atfogd = m, <a; ATCA-ben m, befogo, b

a+b
atfogd = m, < b. Adjuk Ossze az egyenl6tlenségeket! 2m . <a + b=>m_ <
) b+c a+c )
158. A 157. feladat allitasa szerint: m,< 5 m, < 7 m, < . Adjuk Ossze az
) btcta+c+a+b
egyenldtlenségeket: m,+ m,+ m < 5 =a+b+c=K.

159. Hiromszog-egyenlGtlenség az ABDA-re: AB < AD + DB. Haromszog-egyenlGtlenség a
BDCA-re: BC < DC + DB. Adjuk 6ssze az egyenl6tlenségeket! AB + BC <AD + DC + 2DB=
= AB+ BC<AC + 2BD= AB+ BC — AC <2BD.

160. Tiikrozzik azABCA-et azAB oldal C, felezGpontjara! C képe C’ lesz. Irjuk fel a harom-
szOg-egyenlStlenséget a CC'BA-re: a + b > 2s,. Hasonléan megmutathatd, hogy b +c¢ > 2s, és
a + ¢ > 2s,. Adjuk 0ssze a harom egyenlStlenséget: 2a + 2b + 2¢ > 25+ 2s,+ 25, =
=a+b+tc>s.+s,+s,.

161. Irjuk fel a hiromszog-egyenlStlenséget a stlypont és a haromszog két-két csiicsa altal meg-
2 2
hatarozott haromszogekre! ASBA-re: 3 S + 3% >c; BSCA-re: 3% + 3 S >a; CSAA-re:

2 2 4 4
3 s+ 3 s,>b. Adjuk 0Ossze a harom egyenlGtlenséget: 3 s,+ 3 s,+ 3 s,;>a+b+c=>

3
=s,+5,+5.> Z(a +b+c).

162. Az allitas helyett elég belatni, hogy CA, + A,B > CA + AB. Legyen B tiikkorképe az A4,
kiilsd szogfelezOre B*! A tiikrozés miatt B*4, =A,B és B*A = AB; CA+ A, B=CA+ A B*>
>CB*=CA+ AB*= CA+ AB. Az alahuzott részekbdl ko- D
vetkezik az allitas.

163. Jeloljiik az atlok metszéspontjatol a csucsokig terjedd
szakaszokat a 163. abra szerint! Irjuk fel a haromszog-egyen-
16tlenséget az atlok altal 1étrehozott haromszogekre! ABMA-
re: e—x+ f—y>a; CDMA-re: x +y>c. Adjuk Ossze az

egyenl6tlenségeket!
e—x+f-y+x+y>a+c=e+ f>a+c. Az allitds a ma-
sik szemkoztes oldalparra hasonléan lathat6 be.
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164. A 163. abra jeloléseivel: 1. eset: irjuk fel a haromszog-egyenlGtlenséget az atlok metszés-
pontja és a csticsok altal 1étrehozott haromszogekre! ABMA-re: e —x + f—y >a; BCMA-re:
f—y+x>b; CDMA-re: x+y>c; DAMA-re: y+e—x>d. Adjuk 6ssze az egyenlStlen-

1
ségeket:Ze+2f>a+b+c+d=>e+f>5(a+b+c+d).

2. eset: Irjuk fel a haromszog-egyenlétlenségeket az atlok 4ltal 1étrehozott haromszogekre!
ABCA-re: a+b>e; BCDA-re: b+c>f, CDAA-re: c¢c+d>e; DABA-re: d+a>f.
Adjuk 6ssze az egyenl6tlenségeket: 2a +2b + 2c +2d >2e +2f =a+b+c+d>e +f.

165. Alkalmazzuk a haromszog-egyenlGtlenséget az ABCA-re: AC + CB > AB. Alkalmaz-
zuk a haromszog-egyenl6tlenséget az ACDA-re: AD + DC > AC. A kettSt egyiitt tekintve:
AB <AC+ CB<AD + DC + CB. Konvex négyszogeknél ez a gondolatmenet barmelyik oldal-
ra megismételhetS. Konkav négyszog esetében (a konkav szog ) CD < CA + AD, a befoglald
haromszogre CA < AB + BC, a kett6t egyiitt tekintve: CD < CA + AD <AB + BC + AD.

166. Alkalmazzuk a haromszog-egyenlGtlenséget az ABCA-re: AC <6c¢m +3cm = 9cm.

Alkalmazzuk a haromszog-egyenlStlenséget az ABDA-re: BD < 6¢cm +2cm =8cm < 9cm.

167. Legyen M az atlok metszéspontja €s P egy tetszéleges pont az ABCD négyszog sikjaban!
Haromszog-egyenlStlenség a DBPA-re (egyenl6ség P e DB esetén): PD + PB=DB =DM +
+ MB. Haromszog-egyenl6tlenség a ACPA-re (egyenlség P € AC esetén): PC + PA=>AC =AM +
+MC. Vegyik az egyenlGtlenségek 0Osszegét: PA + PB + PC + PD =MD + MB+ MA+ MC.
Egyenl6ség csak akkor all fenn, ha Pe DB és P AC, azaz P=ACNDB = M. Tehat az atlok
metszéspontjara a legkisebb a csticsoktdl mért tavolsagok Osszege.

168. Haromszog-egyenlStlenség azA, A, ... A, sokszdg szomszédos cstcsai és a tetszéleges P pont

altal meghatarozott i-edik haromszogre: PA;, + PA,,, > A;A,,,,ahol 1<i<n ésA,,, = A, Adjuk

i+
ossze az egyenlStlenségeket! D) (PA;+ PA, , ) >3 A, A, ;=2 DPA>K= 3 PA>s.
i=1 i=1 i=1 i=1

169. 1. eset: A négy pont konvex négyszoget hataroz meg. Harom pont kivélasztasakor az
0sszekotd szakaszaik kozott egy atlo és két oldal van. Ha barmely kivalasztaskor csak hegyes-
szOgli haromszoget kapnank, akkor a négyszogben minden szog hegyesszog lenne, igy a belsd
szogek dsszege kisebb lenne 360°-nal, ami lehetetlen.
2. eset: A négy pont konkav négyszoget hataroz meg. Ha barmely kivéalasztasnal csak hegyes-
szOgl haromszoget kapnank, akkor a konkav sz0g csticsanal levd két szog Osszege kisebb lenne
180°-nal, ami lehetetlen.
170. A 170. abran jelzett szogek mindegyike tompaszog. )
171. AF stlyvonal az APQA-ben. Legyen az A pont F-re vonatkozo titkorképe A’! Irjuk fel a

haromszog-egyenl6tlenséget az AA'PA-re: AP+ AQ= AP+ PA’ >

AP+ AQ
>2AF = — > AF. Hasonl6an megmutathat6, hogy

BP + BQ .
———— > BF. Adjuk 0ssze az egyenlGtlenségeket! AF + BF <

AP+AQ+BP+BQ (AP+PB)+(AQ+0B) k+k _

) : : :

Il >
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Adott tulajdonsagu pontok halmazanak
meghatarozasa a sikon

Ponthalmazok

172. Akeresett ponthalmazt az e egyenestdl 3 cm tavolsagra huzédoé parhuzamos egyenespar
pontjai alkotjak.

173. Aze egyenestSl 3 cm-re levS parhuzamos egyenespar egy ,,savot” jelol ki a sikbol. E ,,sav”
pontjai tartoznak a keresett ponthalmazba, a hatdrpontok kivételével.

174. Az e egyenest6l 3 cm-re huzodo parhuzamos egyenespar fésg. Az f és g egyenesek altal
l1étrehozott, e-t nem tartalmazé félsikok pontjai tartoznak a ponthalmazba.

175. Az O kozéppontd, 3 cm sugart kor és az egyenes kozos pontja a megoldas. Nincs meg-
oldas, ha d(O;e) > 3 cm; Egy megoldas van, ha d(O;e) =3 cm; Két megoldas van, ha
d(O;e) <3cm.

176. A P pont mint kdzéppont koré rajzolt 3 cm sugara k kor és az e egyenestdl 2 cm-re
hiazoédo fés g parhuzamos egyenespar kozos része adja a keresett ponthalmazt. 4; 3; 2; 1 vagy
0 megoldasa lehet a feladatnak.

177. A keresett ponthalmazt a P kdzépponti, 3 cm sugari k kor és az e egyenestdl 2 cm-re
htz6do f és g parhuzamosok altal meghatarozott sav kozos része alkotja. A megoldasok szama
fligg a P pont és az e egyenes helyzetétol.

178. A keresett ponthalmazt a P kozéppontd, 3 cm sugard k& kor kiils6 pontjainak és az
e egyenestl 2 cm-re hizoédo f és g parhuzamosok altal meghatarozott sav belsd pontjainak
kozos része alkotja. A megoldasok szama fiigg a P pont és az e egyenes helyzetétdl.

179. Akeresett ponthalmazt az A kdzéppontu, 4 cm sugarud k, kor és a B kozéppontd, 2,5 cm
sugaru kj kor kozos része alkotja. 4 cm + 2,5 cm < 8 cm = k, Nk = () = nincs olyan pont, ami
mindkét feltételnek megfelel.

180. A keresett pontok az A kdzépponti, 6 cm sugart kor €s a B kdzépponti, 6 cm sugart kor
kozos pontjai. 2; 1 vagy 0 megoldés lehet A és B tavolsagatol fiiggben.

181. A P kozépponti, 2 cm sugart kor és a Q kozéppontd, 3 cm sugard kor kozos része adja
a keresett ponthalmazt. 2; 1 vagy 0 megolddés lehet a P és Q tavolsagatdl fliggben.

182. A P kozépponty, 2 cm sugaru korlap és a Q kdzépponti, 3 cm sugaru korlap kozos belsd
pontjai adjak a keresett ponthalmazt.

183. A P kozépponti, 2 cm sugarid korlap és a Q kozéppontd, 3 cm sugara kor kiilsé pontjai
altal alkotott ponthalmaz kdzos része a keresett ponthalmaz.

184. Aze egyenestdl 1 cm tavolsagra huzodo e, és e, parhuzamos egyenesparnak az f egyenestol
1 cm-re htz6do f, és f, parhuzamos egyenesparral vett kozos része adja a keresett ponthalmazt.
Ha e nem parhuzamos f-fel, akkor 4 pont a megoldéas. Ha e parhuzamos f-fel és d(e;f) =2 cm,
akkor egy egyenes a megoldas. Ha e parhuzamos f-fel és

d(e; f) # 2 cm, akkor nincs megoldas. 186/1.

185. A P kozépponti, 3 cm belsd sugard, 4 cm kiilsd su- a,
gara korgylirl belsd pontjai és kiilsé hatarvonala adjak a "

keresett ponthalmazt.

186. A keresett ponthalmazt az abrak mutatjak az egye-
nesek elhelyezkedésétdl fiiggben. Els6 esetben iires hal-
mazt, masodik esetben két pontot, harmadik esetben két c
szakaszt kapunk.

187. Az e egyenestdl x tavolsagra levd e, és e,

parhuzamos egyenesparnak az f egyenestdl y tavolsiagra b
levs f, és f, parhuzamos egyenesparral vett kozos része a

keresett ponthalmaz. Ha e } f, akkor 4 pont a megoldas. b,
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Hae| fésd(e; f) =x —yvagyd(e; f) =x +y, akkor egy egyenes a keresett ponthalmaz. Hae| f

és d(e; f) #x —y, d(e; f) #x +y , akkor a keresett ponthalmaz iires.

188. A ponthalmaz egy olyan 6 cm oldalii négyzet bels6 pontjaibol all, melynek kozéppontja a

merdlegesek metszéspontja, oldalai pedig paArhuhamosak a merdleges egyenesekkel.

189. Egyetlen ilyen pont van, a haromszog oldalfelez6 merSlegeseinek kozos pontja.

190. g) Egyetlen ilyen pont van, a négyzet kozéppontja. b) A keresett ponthalmazt a 190. abra

mutatja.

191. A keresett ponthalmaz az e és f egyenesekkel parhuzamos k egyenes, amelyre

d(f; k) = d(e; k). Ak egyenest az e és fegyenesek kozépparhuzamosanak nevezziik.

192. Az a és c oldalegyenesektdl egyenld tavolsdgra levé pontok halmaza a k; kozép-

parhuzamos, a b és d oldalegyenesektdl pedig a k, kozépparhuzamos. k; Nk, = O, a négyzet

kozéppontja.

193. 9., 9,95, g4l el f, 2-d(gse) = d(gy; /) A2-d(gy; f) = d(gy€) A2-d(g53e) = d(g5; /) A

A2-d(gy; f) = d(ge)

194. A keresett ponthalmaz az e és f egyenesek altal meghatarozott szogek szogfelezdinek

pontjaibol all.

195. Négy ilyen pont van, a harom bels6 szogfelezd, illetve egy bels6 és két kiilsd szogfelezd

metszéspontja.

196. 1. eset: A harom egyenesnek harom kiilonb6z6 metszéspontja van: A, B és C. Négy ilyen

pont van, a megfelels szogfelez6k metszéspontjaként kapjuk meg Sket: O A beirhat6 kor ko-

zéppontja, Oy; @ A c oldalhoz hozzéirt kor kozéppontja, O; @ A b oldalhoz hozzdirt kor

kozéppontja, O,; @ Az a oldalhoz hozzéirt kor kozéppontja, O,.

2. eset: A harom egyenesnek egy kozos pontja van: M. M az egyetlen pont, ami megfelel a

feltételeknek.

3. eset: Két egyenes parhuzamos, a harmadik metszi Sket. Két ilyen pont van: O Az A-nal

keletkezett @ szog szogfelezdjének az e és f egyenesek g kozépparhuzamosaval valé met-

széspontja, Q; @ Az A-nél keletkezd @' szog

4 ¢ c szogfelezGjének a g egyenessel valé metszés-

= %
V - . o 2 P o
pontja, P. Megjegyzés: a B-nél keletkez6 szogek
M//% _///Z . felezésével is ugyanezekhez a pontokhoz jutot-
' tunk volna, mivel a BOQAP négyszog téglalap.

p 4. eset: Mindharom egyenes parhuzamos. Nincs
a feltételnek eleget tevs pont.

Y ®

2728

a &
&




Ponthalmazok 31

197. A C pontok az AB egyenessel parhuzamosan, t6liik m tavolsagra levs ¢, és ¢, egyene-
seken vannak, és ezen egyenesek minden pontja megfelel a feltételnek.

198. A feltételnek eleget tevG C pontok két olyan r sugart kort alkotnak, amelyeknek a kdzép-
pontja A-t6l és B-t8] r tavolsagra van. A és B pont nem tartozik a keresett ponthalmazhoz, mert
ebben az esetben nem jon 1étre haromszog.

199. f, és f, szogfelezk pontjai egyenlS tévol vannak AB és AC egyenesétSl. f, szakasz-
felezd merdleges pontjai egyenld tavol vannak az A4 és B pontoktdl. f,N f,z =M, f, 0 f,5 = M,.
M, és M, a keresett pontok.

200. A keresett egyenesek a P kozéppontd, 4 cm sugaru kor e-vel parhuzamos érintGi.

201. Vegyiink fel e tetszGleges pontjan at olyan fegyenest, ami e-vel (+a) és olyan g egyenest,
ami e-vel (—a) szoget zar be! Szerkessziink P-n at parhuzamost f-fel és g-vell = fés g’ a kere-
sett egyenesek.

202. A keresett egyenesek a P kozépponti, 4 cm sugari kor olyan érint6i, amelyek az e egye-
nessel 30°-os szoget zarnak be. Négy ilyen egyenes van.

203. A keresett pontok az adott félegyenessel kozos kezdGponta félegyenesen vannak. A két
félegyenes 45°-0s szoget zar be egymassal. Ennek a félegyenesnek minden pontja megfeleld.
204. OPQA egyenl szari = POQ< = PQO<; r | = ROQ< = OQP<, mert valtészogek.
POQ = POOX = ROQX = 0OQ szogfelezd. A szogfelezd félegyenes minden pontja rendelke-
zik a tulajdonsaggal.




